Godel Kanitlamasi ve Sonuglart Uzerine Bir Degerlendirme
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Matematigin bic¢imsellestirilmesiyle ilgili iki temel ¢aligma: Russell ve Whitehead’in Principia
Mathematica’s1 ve Zermelo-Fraenkel’in kiimeler kurami i¢in gelistirdigi aksiyomatik dizgeler. Matematikte
kullanilan tim kanitlama yontemleri bu g¢aligmalarla bicimsellestirilmistir. Bunlar matematigin tamaminin
mantiktan tiiredigini gostermek ve bunu geliskisiz bicimde yapmak iizere insa edilmisti. Aksiyomlarin ve
¢ikarim kurallarinin, séz konusu dizgelerde bi¢imsel olarak ifade edilebilecek her matematiksel soruyu
sonuglandirmaya yeterli olabilecegi, donemin yaygin diisiincesi haline gelmisti.

1931 yilinda Godel’in ortaya koydugu ¢aligma bu fikirlerin dogru olmadigint gostermistir. Gédel, dogal
sayilar aritmetigini kapsayan bir bi¢imsel dizgede karar verilemeyen 6nermeler olacaginin yanisira, dogal sayilar
aritmetigini kapsayan bir bigimsel dizgenin tutarliliginin, yine bu dizgede kanitlanamayacagini da kanitlamstir.

Godel calismasinda, sayilar kuraminin bir dnermesinin yine sayilar kurammin bir 6énermesi hakkinda
olabileceginden yola ¢ikarak, sayilari 6nermelerin yerine kodlayip, kendine génderme yapan ¢atigkilara benzer,
ama 0z olarak farkli 6zellik tastyan bir dongili kurmustur.

Godel’in caligmasi matematikte kesinlik, tutarlilik ve tamlik gibi sorunlari ele almakla birlikte,
sonuglari matematik ve mantigin disina tasar.

Bu bildiride Godel kanitlamasiyla matematik felsefesinin ii¢ ana akimi olan Formalizm, Platonizm ve
Sezgicilik arasindaki iligki incelenecektir. Ayrica “evrende higbir zaman bulunmasi olanakli olmayan
dogruluklarin oldugu” fikrinin Godel kanitlamasinin bir sonucu olmadig1 mantiksal olarak gdsterilecektir.

1. Godel Kamtlamas1 Oncesi Matematik Anlayis1 ve Gelisimi

1.1 Mutlak Tutarhlik Sorunu

Eski Yunan’dan beri matematigin dizgesel olarak kurulabilecegi fikri bilinmektedir.
Matematigin  dizgesellestirilmesi demek, matematik dizgenin temelini olusturacak
onermelerin, yani aksiyomlarin belirlenmesi, bu aksiyomlardan yola ¢ikarak kanitlanacak
onermeler i¢in hangi Doniisiim ve Olusum kurallarinin kullanilacaginin saptanmasi demektir.
Hangi aksiyomlarin nasil, ni¢in segilmesi gerektigi de beraberinde onemli felsefi sorunlar
ortaya ¢ikarmaktadir. Bu durum ar1 matematik¢inin gergek isinin aksiyomlari dogruluklarina
karar vermek olmadigini, 6ne siiriilen sonuglarin aksiyomlardan tiiretilebilirliginin temel
arastirma alanina girdigini gosterebilir.

Aksiyomatik yontemin kurucusu Eukleides’tir. Eukleides, kendinden 6nce de bilinen
geometri teoremlerini ¢ikarimlayacak bir aksiyom dizgesi kurmustu. Eukleides aksiyomlari
mantiksal olarak kanitlanmakla birlikte, gozlemlerle de uyumluydu. Ancak bu aksiyomlardan
paralellikle ilgili olan1 Eskilere kendinden apagik ( self- evident ) bir 6nerme gibi gelmedi.
Paralellik aksiyomu, bir dogruya disindaki bir noktadan bir ve yalniz bir paralel dogru
cizilebilecegine iliskin varsayimla esdegerdir. Bu Onermenin Eskilere kendinden apacik
gelmemesinin nedeni, paralellik aksiyomunun uzayin sonsuz bdlgeleri hakkinda bir

onesiirmede bulunuyor olmasidir. Cizgilerin sonsuzda kesigsme fikri Eskilere yabanci degildi.



Bu nedenle bu aksiyomu kendinden apagik sayilan aksiyomlardan tiiretme diisiincesi ortaya
cikti. Paralellik aksiyomunun, diger aksiyomlardan ¢ikarimlanamayacak oldugu gergegi ancak
19. yiizyilda gosterilebildi. Bu durum 6nemli bir sonuca isaret ediyordu. Bir dizge i¢indeki
bazi 6nermelerin kanitlanabilmesinin olanaksiz oldugu da kanitlanabiliyordu.

Bir yandan Eukleides disi geometrilerin baslangicta uzay hakkinda agik¢a yanlis
onermeler oldugu diistiniilmiis ve tutarlilik sorunlari ayri bir anlam tagimigtir. 1854’te
Reimann tarafindan “ Geometriyi Olusturan Hipotezler Uzerine” isimli tezde, uzaym biitiin
temel Ozelliklerinin, kiigiik uzakliklar i¢in gegerli olan formiilden c¢ikarilabilecegi
gosterilmistir. Bu durum, bir anlamda Eukleides dis1 geometri dizgesinin tutarliliginin,
Eukleides geometrisinin tutarliligina esdeger olmasidir. Yani Eukleides geometrisi tutarli ise
Riemann geometrisi tutarhidir.

Aslinda sorun ¢oziilmemistir, ancak baska bir alana kaydirilmistir. A dizgesinin
tutarliligi, ancak B dizgesinin tutarliligmma baghdir. Eukleides aksiyomlar1 i¢in gézlemlerle
uyustugu silirece dogru oldugu diisiintilebilir. Aksiyomlar1 dogrulayabilecek sonsuz sayida
ornek verilebilir, ancak boyle bir tiimevarimsal kanitlama matematik i¢in tatmin edici olamaz.
Sonsuz sayida asal sayr oldugunu, hi¢ kimse bilgisayar ile bilinenden daha biiyiik bir asal
say1 bularak kanitlamaya ¢alismaz.

Hilbert farkli bir yol deneyerek Eukleides aksiyomlarini cebirsel dogruluklara
donistiirmiistiir. Diizlem geometride “nokta” igareti bir say1 ¢iftiyle belirlenir, “dogru ¢izgi”
ifadesi ise iki bilinmeyenli birinci dereceden denklemle ifade edilen sayilar arasindaki lineer
iliskiyle belirlenir. Iki noktanin bir tek dogru belirledigine iliskin sav, iki farkli say1 ¢iftinin
bir tek lineer iliskiyi belirledigine iligkin, cebirsel dogruluga doniisiir. Ancak Hilbert’in
izledigi yol da mutlak tutarlilik i¢in yeterli degildir. Eukleides aksiyomlar: tutarlidir, ancak
cebir tutarliysa. Sorun yine bir alandan bagka bir alana kaydirilmistir. Biitiin bu ¢alismalardaki
temel sorun modellerin sinirlt sayida gozlem igine sigdirilabilmelerinin olanaksiz olmasindan
kaynaklanmaktadir. Aksiyomlarin tutarliligt ciddi bir sorundur, model yontemi ilging

¢oziimler sunmasina ragmen, mutlak tutarliligi gostermemektedir.

1.2 Farkh Bir Yaklasim ve Principia Mathematica

Model yonteminin ig¢sel siirhiliklart oldugunun goriilmesi ve Russell’in, temel
mantifin kendi ¢ergevesi i¢inde, Cantorcu sonsuz kiimeler kuraminda ortaya c¢ikan celiski
benzeri bir ¢eligski ortaya ¢ikarmasi, tutarlilik sorununun yeni yaklasimlarla ele alinmasina
neden oldu. Hilbert, mutlak tutarlilik sorununun, dizgenin tutarliliginin baska bir dizgenin

tutarliligina  baglanmadan  ¢oziilebilecegini  6ne  siirdi. Bunun i¢in  dizgenin



bigimsellestirilebilmesini, dizgede gecen deyimlerin tiimiiyle anlamlarindan aridirilarak
yapilandirilabilmesine bagladi. Dizgenin imleri yalnizca i¢i bos imler olarak goriilmelidir. Bu
imlerin nasil bir araya gelecekleri ve kullanilacaklar1 baz1 kesin kurallarla saptanacaktir. Bu
sekilde, i¢inde sakli bir seyin bulunmadigi ve ona agiklikla dahil edilenlerden baskasini
icermeyen bigimsel imler dizgesi insa edilecekti. Iceriksiz bir dizge hakkindaki bazi anlamli
onermeler, bu dizgeye ait olmayabilirler. Hilbert, bu anlamli 6nermelerin, tst-matematik
dedigi matematik hakkindaki dile ait oldugunu belirtir.

<< 2 + 2 =4 >> tamdeyimi matematige aittir, ancak

<< “ 2+ 2 =4 bir aritmetik tamdeyimidir. >> Onermesi ilist-matematige aittir.

Ayni sekilde x =x,0=0, 0 # 0 tamdeyimleri matematige aittir ancak
<< “x” bir degiskendir. >> Onermesi bir iist-matematik onermesidir.

Matematik ile list-matematik arasindaki ayrim, ¢alisilan konu ile bu konu hakkindaki
sOylem arasindaki ayrimdir. Bu ayrim olduk¢a Onemlidir. Ancak bu sekilde gizli
varsayimlardan, yersiz anlam yiliklemelerden arinmis bir bicimsel dizgenin imleri bir araya
getirilebilir. Yine bu ayrimla, matematiksel ¢calismalarda ve ¢ikarimlarda kullanilan islemlerin
ve mantiksal kurallarin kesin tanimlanmalar1 gerekmistir. Eukleides’in sonsuz asal say1
oldugunu sdyleyen kanitlamasinda, dnemli sayida tstii ortiik ¢ikarim kurallari ve mantik
ilkeleri kullanilmistir. Bunlarin bazilar1 bigimsel mantigin ilkel kisimlarina, bazilar1 da
niceleme kuramina aittir. Hilbert, mutlak tutarliligin gosterilmesinde ancak sonsuz sayidaki
islemlere bagvurulmadan, “sonlayic1” olarak adlandirilan, aksiyomlarin bi¢cimsel mantikla
dizgelestirilmesi yoluyla yapilabilecegini diistinmiistiir.

19. ylizy1l matematik¢ileri ar1 matematigin, bigimsel mantiZin bir boliimii oldugunu
diistindiiler. Whitehead ile Russell, 1910°’da yayimlanan dev eser Principia Mathematica’da,
tim aritmetiksel kavramlarin ar1 mantiksal kavramlarla tanimlanabilecegini gdstermeye
calistilar. Boylece aritmetik aksiyomlarin tamami, ar1 mantiksal dogruluklar olan az sayida
temel onermeden ¢ikmis olacakti. Sonugta, Principia Mathematica tiim aritmetik dizgesini
yorumlanmamis bir simgeler dizgesi olarak yani belirli kurallara gore bir araya gelen ve
dontisen iceriksiz imler dizgesi olarak arastirabilmenin temel aracini yaratmis oldu.

Principia Mathematica’da temel mantik O6nermelerinin, nasil bi¢imsellestirildiklerini
basitge inceleyelim. Bigimsellestirme dort basamak igeriyor. Once dizgede kullanilacak
imlerin listesi hazirlanir. Ikinci olarak, “ Olusum Kurallar1”, {i¢iincii olarak “Déoniisim
Kurallar1”belirlenir ve son olarak da dizgenin aksiyomlar1 secilir.

Timce degiskenleri “p”, “q”, “r” v.b. harflerdir.



Onerme eklemleri sunlardir:

13 N” _____ > 13 degil77

13 V” _____ > (13 Veya”
66_)7’ ——— > (13 eger77
€ e > Cye” kisaltilmislaridir.

Noktalama imleri de ( sol ayra¢ ve sag ayractir. ) Olusum kurallari, temel imlerin
tiimce bi¢iminde bir araya gelmelerini saglayacak bigimde tasarlanir ve bunlara tamdeyim
denir. iki doniisiim kurali kabul edilmistir. Biri “ Yerine Gegme Kural1”, bir digeri “ Ayirma
Kuralr’” dir.

Dizgenin aksiyomlar1 da dort tamdeyimle belirtilmistir.

1) (pVp)-p

2.) p->(pVa)

3) (pVa)-(aVp)

4) (p-a)->((rVp)->(rva))

Simdi Doniisiim Kurallar1 kullanarak, hem S, hem de ~ S’in aksiyomlardan
tiiretilebilmesinin olanaksiz oldugu gosterilecektir. Once “ p — ( ~ p — q )” teoremini ele
alalim. Simdi hem S hem de ~ S’in aksiyomlardan tiiretilebilir oldugunu varsayalim. p’nin
yerine S koyarak “S —» (~ S - q)” teoremini elde edelim. Buradan Ayirma Kural1 ile
“~ S - q” elde edilebilir. Yine Ayirma Kurali ile “ q” elde edilir. O halde hem S, hem de
~ S aksiyomlardan tiiretilebiliyorsa, bu aksiyomlar kiimesinden her tamdeyim tiiretilebilir.
Bunun tersi “ Dizge i¢inde her tamdeyim bir teorem degilse, bigimsel dizge tutarlidir.”
seklinde ifade edilir. Simdi dizgenin aksiyomlarindan tiiretilemeyecek en az bir tamdeyim
oldugu gosterilmelidir.

Tamdeyimlerin asagidaki {i¢ kosulu saglayan belirleyici ya da yapisal 6zelliklerini
belirleyelim :

1. ) Ozellik, dort aksiyomda da ortak olmalidir.

2. ) Ozellik, Déniisiim Kuralia gére kalitimsal olmalidir.

3. ) Ogzellik, dizgenin Olusum Kurallariyla uyumlu olarak insa edilen her bir

tamdeyime ait olmamalidir.

Kalitimsal 6zellik aksiyomlardan tiim teoremlere gecer ama bir imler toplulugu

dizgenin bir tamdeyim olma kosullarina sahip olsa bile, eger bir tamdeyim belirlenmis



kalitimsal 6zelligi tagimiyorsa, bu bir teorem olamaz. O halde sorun yalnizca kalitimsal
ozellik tagimayan bir tek tamdeyimin saptanmasidir.

Son olarak “ p V q” tamdeyimini ele alalim. Bu tamdeyim bir teorem degildir. p ve q
onermelerinin her ikisi de yanlis ise tamdeyimin teorem olmayacagi aciktir. Teorem olmayan
en az bir tamdeyim bulunmus oldu. Sonugta bu dort aksiyomdan, S’in ve ~ S’in ayn
dogruluk degerine sahip olamayacagi, yani dizgenin mutlak tutarliliginin kaniti saglanmis
oldu.

Bu aksiyomlarm, dizgede ifade edilen her mantiksal dogrulugu iiretmeye yeterli
oldugunu yani aksiyomlarin “ tam” oldugunu belirtmek gerekir. Ancak matematigin

aksiyomlarimin, tam olup olmadigi sorununa son noktay1 Gédel’in ¢aligmasi koymustur.

1.3 Richard Catiskis1 ve Esleme Fikri

Godel, ¢alismasini insa ederken, Fransiz matematikgi Jules Richard tarafindan 1905°te
ortaya konulan bir catisk1y1 model olarak almistir. Once bu gatiskiy1 inceleyelim.

Sayal sayilarin saf aritmetiksel 6zelliklerinin formiile edildigi ve tanimlanacagi bir dili
ele alalim. Bu tanimlamalardan her biri ancak sonlu sayida sozciik icerecektir. Buna gore
tanimlar dizisel bir siraya yerlestirilebilir. Bir tanimdaki varolan harflerin sayisi, bir diger
tanimin harflerinin sayisindan kiigiikse, ilk tanim digerinden 6nce yazilacak. Eger iki tanim da
ayn1 sayida harfe sahipse, hangisinin 6nce yazilacagi abecedeki sirasina bagli olacaktir. Bu
durumda her bir tanima bir tek tamsay1 karsilik gelecektir. Ancak bazi tanimlamalara karsilik
gelen say1, o tammlamanin 6zelliklerine uyabilecektir. Ornegin, “ 1°den ve kendinden baska
higbir tamsayiyla boliinmez.” Tanimindaki ifadenin sira sayisiniin 17  oldugunu
varsayildiginda, 17°nin kendisinin tanimindaki ifadeyle ayni1 6zellige sahip oldugu aciktir. Iste
bu ozelligi saglayan sayilar1 Richarder olmayan sayilar, bu 6zelligi saglamayan sayilar1 da
Richardcr olan sayilar olarak adlandiralim. O halde, “x” in Richardcit olmasini, “ X’in,
tanimlar kiimesinde karsilik geldigi sayinin, tanimda belirtilen 6zellige sahip olmamasi”
olarak ifade edebiliriz. Simdi Richardec1 olma 6zelligini tanimlayan deyim acik¢a tamsayilarin,
sayisal Ozelliklerini betimlemektedir. Dolayistyla tanimin kendisi de sozii edilen tanimlar
dizisine aittir ve bu tanimin kendisine de karsilik gelen , onun yerini belirleyen bir *“ n”
tamsayisi vardir. Catigkinin vurucu noktasina gelmis bulunuyoruz. Sorulacak soru sudur:

“ n tamsayisi, Richardct midir 77 Agiktir ki “ n” sayist Richardeidir yalniz ve yalmizea “ n”
say1s1 Richardci degilse. Bu halde “ n” sayis1 hem Richardcidir, hem de Richardci degildir.

Richard catigkisini ortaya ¢ikartan neden, kolayca goriilebilir. Tamsayilarin saf

aritmetiksel 6zelliklerinin tanimlarini ele almak konusunda karara varilmisti. Ancak n. Sirada



bulunan tanimlama, tamsayilarin saf aritmetiksel oOzelliklerini betimlemez. Yeni bir
notasyonla ortaya ¢ikan bir 6zelligi belirtir. O halde Richard gatigkisi aritmetigin i¢indeki
onermelerle, aritmetigin kodlandig1 notasyon dizgesinin dnermelerini, birbirinden ayirmakla
asilabilir.

Goriildiigii gibi, Richard catiskisinin insasinda kullanilan usavurma yanilticidir. Gédel
calismasinda Richard catigkisini model olarak kullanmig, daha iyi bir deyimle ondan
esinlenmisti. Ancak Godel, bu catiskinin temel usavurmasindaki yaniltict 6zelliklerden ¢ok
basarili bigcimde uzak durmustur. Bu catiski, Godel’e iist-matematiksel Onermelerin bir
bigimsel dizge i¢inde birebir eslenebilmesinin ya da yansitilmasinin olanakli oldugu yoniinde
esinlendirici olmustur. Ust matematiksel karmasik énermeler, dizgenin igindeki aritmetiksel
Oonermelere cevrilebilirse, list-matematiksel kanitlamalar1 kolaylastirici bir kazang saglanmig

olacakti.

2. Godel Kamitlamasi

2.1 Godel Sayilastirmasi ve Ust-matematigin Aritmetiklestirilmesi

Godel, tim bilinen aritmetiksel yazilimlarin ifade edilebilecegi ve aritmetiksel
bagmtilarin kurulabilecegi bir bicimsel dizge betimledi. Ilk olarak bu dizge icinde her temel
ime, her tamdeyime, ve her kanitlamaya bir tek say1 getirilebilecegini gosterdi.

Dizgenin temel imleri, sabit imler ve degiskenlerdir.

Sayisal Degigkenler : “x”, “y”, “z” v.b. Bunlarin yerine sayilar ve sayisal deyimler
koyulabilir.

Onerme Degiskenleri : “ p”, “ q”, “r” v.b. Bunlarm yerine tamdeyimler koyulabilir.

Yiiklem Degiskenleri : “ P”, “ Q”, “ R” v.b. Bunlarin yerine “ Asal olma”,
“Biiyiiktiir” v.b. yliklemler koyulabilir.

1 ) Her farkli sayisal degiskene 10’dan biiytik bir asal say1

i1 ) Her farkli 6nerme degiskenine 10°dan biiyiik bir asal sayinin karesi

111 ) Her farkl yiiklem degiskenine 10’dan biiyiik bir asal sayinin kiibii
karsilik getirilir.



Sabit imler Godel Sayisi Anlami
~ 1 degil
Vv 2 veya
- 3 eger, demek ki...
3 4 en az bir
= 5 esit
0 6 sifir
S 7 bir sonraki ardili
( 8 noktalama imi
9 noktalama imi
)
: 10 noktalama imi
Sayisal Degiskenler Godel Sayisi Olanakh Yerine
Koyma
X 11 0
y 13 sO
z 17 y
Onerme Degiskenleri Godel Sayis1 Olanakh Yerine
Koyma
p 112 0=0
q 13 (Ix) (x=sy)
r 17 p-q
Yiiklem Degiskenleri Godel Sayis1 Olanakh Yerine
Koyma
P 11° Asal
Q 13* Asal degil
R 173 den biiyiiktiir

Simdi “ (3 x)(x=sy)” tamdeyimini ele alalim.

(Ix)(x=sy):8-4-11-9-8-11-5-7-13 -9 sayilar1 bu tamdeyimin
imlerinin Gddel sayilaridir. Bu tamdeyime bir sayilar toplulugu getirmek yerine, sdyle bir say1

karsilik getirilebilir.



28 x 3*x 5" x 79 x 118x 13" x 17° x 19" x 23" x 29°
bu say1 yukaridaki tamdeyimin Godel sayisi olacaktir. Benzer sekilde bir tamdeyim dizisinin
de tek bir Godel sayisi olur.
(Ax)(x=sy) Godel sayisi m olsun.

(Ax)(x=s0) Godel sayisi n olsun.
Bu dizinin Godel sayis1 : 2™ x 3" olur.
Dizgedeki her deyime, ister bir temel im olsun, ister bir imler dizisi veya bir diziler
dizisi olsun, bir tek Godel sayis1 karsilik getirilebilir.
Benzer sekilde elimizde bir Godel sayist varsa, onun simgeledigi deyimin ne oldugu

kolayca bulunabilir.

A 243.000.000

B 64 X 243 x 15 625
C 2°x 3°x 5°

D 6-5-6

E 0 =0

Bi¢imsel dizgedeki her deyime bir Godel sayist karsilik geldiginden, deyimler
hakkindaki ve deyimlerin birbirleriyle bagintilar1 hakkindaki iist-matematiksel onermelerin,
onlara karsilik gelen sayilar hakkindaki ve bu sayilarin birbiriyle olan aritmetiksel bagintilar:
hakkindaki 6nermeler oldugu diisiiniiliir. Boylece iist-matematik tlimiiyle aritmetiklestirilmis
olacaktir.

Son olarak su iki notasyonu taniyalim.

Dem ( x, z ) : X Godel sayili tamdeyimler dizisi, z Godel sayili tamdeyimin

kanitlamasidir.

Sub (y, 13, y): 13 Godel sayil degiskenin yerine y sayisi koyularak bulunan, “ 'y

Godel sayili tamdeyimden elde edilmis tamdeyimin Godel sayisidir.”



2.2 Godel Kamitlamasmin Ozii

Simdi Godel Kanitlamasini bes adimda inceleyelim.

1) “ G tamdeyimi kanitlanabilir degildir.” list-matematiksel onermesini temsil edecek
bir aritmetiksel G tamdeyimi insa edilir. G tamdeyimine bir h sayist karsilik gelir ve bu

13

tamdeyim “ h sayisina karsilik gelen Onerme kanitlanabilir degildir.” 6nermesine karsilik
gelecek bicimde insa edilir. Burada 6zellikle Richard catigkisinin yaniltict usavurmasindan
kagimilmustir.

il) G’nin, yalniz ve yalniz, onun bigimsel degillemesi olan ~ G kanitlanabilir ise
kanitlanabilir oldugunu gostermistir. O halde dizge tutarli ise ne G, ne de ~ G kanitlanamaz.

iii) G bicimsel olarak kanitlanamaz ama {ist-matematiksel usavurmayla dogru bir
onerme oldugu anlasilabilir.

iv) G hem dogru hem de kanitlanabilirse, aritmetigin aksiyomlari tam degildir. Ayrica
aritmetik 6zsel olarak tam degildir. Aksiyomlar listesine yeni aksiyomlar eklense bile, her
zaman bi¢imsel olarak karar verilemeyecek baska bir tamdeyim insa edilebilir.

v) Goédel “ Aritmetik tutarhidir.” Ust-matematiksel 6nermeyi temsil edecek bir A
tamdeyiminin nasil insa edilebilecegini gosterdi. “ A — G” tamdeyiminin bi¢imsel olarak
kanitlanabilir oldugunu kanitladi. Son olarak da A tamdeyiminin bigimsel aritmetiksel dizge

icinde kanitlanabilir olmadigin1 gosterdi.

Simdi uslamlamay1 daha yakindan inceleyelim.

) (1) (x)~Dem(x,Sub(y,13,y)) seklindeki tamdeyim
aritmetiksel bi¢imsel dizgeye aittir ama tist-matematik bir dnermeyi temsil eder.

(1) tamdeyimi “ ‘Sub (y, 13, y )’ Godel sayili tamdeyim kanitlanabilir degildir.” anlamina
gelip, list-matematiksel bir onermeyi temsil eder. Bu tamdeyim bi¢imsel dizgeye aittir ve
hesaplanabilir bir Godel sayis1 vardir. Bu sayiya ‘n’ diyelim.

(G) (X))~ Dem (x,Sub (n,13,n)) tamdeyimi de aritmetiksel bigimsel
dizgeye aittir. Sub ( n, 13, n ) notasyonunun karsilig1 diisiiniiliip, ( 1 ) tamdeyiminde de ““ y”
degiskeninin yerine “ n” degiskeni getirildigi goriiliince, G tamdeyiminin Gddel sayisinin
“Sub (n, 13, n)” oldugu goriilebilecektir.

“(x)~Dem (x,Sub (n, 13, n))” aritmetiksel tamdeyiminin su iist-matematiksel

onermeyi temsil ettigi agiktir : “( x ) ~ Dem ( x, Sub (n, 13, n ) )” tamdeyimi kanitlanabilir



degildir. Bu durumda, G aritmetiksel tamdeyiminin, kendisinin kanitlanabilir olmadiginm
belirttigi anlagilir.

i) Eger G tamdeyimi kanitlanabilir ise, onun bi¢cimsel degillemesi olan
“~(X)~Dem(x,Sub(n,13,n))” tamdeyimi de kanitlanabilir olacaktir ayni1 sekilde, eger
G’nin bi¢imsel degillemesi kanitlanabilir ise, G’nin kendisi de kanitlanabilir olacaktir. Eger
aksiyomlar tutarliysalar, G bigimsel olarak karar verilebilir degildir.

i) “ (x ) ~ Dem ( x, Sub ( n, 13, n ) ) tamdeyimi dogrulanabilir degildir.” tist-
matematiksel onermesinin dogru oldugu kanitlanmisti. Bu dnerme, aritmetigin i¢inde tam da
onermedeki tamdeyim tarafindan temsil ediliyor. Ust-matematiksel dnermeler aritmetiksel
bi¢imsellesmeyle, dogru list-matematiksel 6nermeler dogru aritmetiksel tamdeyimlere karsilik
gelecek sekilde eslenirler. Buradan, dogru bir {ist-matematiksel bir 6nermeye karsilik gelen G
tamdeyiminin de dogru olmas1 gerektigidir.

iv) G, aritmetigin iginde bigimsel olarak ¢ikarimlanamayan dogru bir aritmetik
tamdeyimidir. Bu durumda matematigin aksiyomlar1 tam degildir. Ancak G, bir aksiyom
olarak digerlerine eklense bile, aksiyom kiimesi yine de tam olmayacaktir. Ciinkii yeni
dizgede de, bigimsel olarak karar verilemeyen G tiirlinde bir tamdeyim insa edilebilecektir.
Bu durum aksiyomatik yontemin i¢sel sinirliligint gosterebilir.

v) “ Aritmetik tutarlidir” ist matematiksel 6nermesi daha 6nce gosterildigi gibi
“ Kanitlanamayan en az bir aritmetik tamdeyimi vardir.” Onermesi ile esdegerdir. Bu son
onerme bicimsel dizgede asagidaki “A” diyecegimiz onerme ile temsil edilir.

(A) (Fy)(x)~Dem(x,y) Buodnerme, “ En az bir y sayisi vardir ki,
biitiin x’ler i¢in x, y ile Dem bagintisinda degildir.” seklinde okunur.

Simdi “ Eger aritmetik tutarliysa, aritmetik tam degildir” 6nermesi insa edilebilir.
(Ay)(x)~Dem(x,y) - (x)~Dem(x,Sub(n,13,n))
Bu tamdeyim A — G seklinde ifade edilir. Once “A — G” 6nermesinin kanitlanabilir
oldugunu varsayalim. Ayirma Kurali geregince G de kanitlanabilir olmalidir. Ancak bigimsel

dizge tutarsiz olmadik¢a G kanitlanabilir degildir. O halde aritmetik tutarliysa A tamdeyimi

kanitlanabilir degildir.
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3. Godel Kanitlamasinin Matematik Felsefeleri Uzerine Etkisi ve Tartismalar

Felsefeyi metafizik baskidan kurtarma diisiincesiyle, matematik ve mantikta
bigimsellestirme calismalarinin birbiriyle etkilesim i¢inde olduklar1 sdylenebilir. Simgesel
mantikla felsefenin siirlar1 belirlenmis olacak, metafizik kapi disar1 edilecekti. Ancak 19.
yiizyll pozitivizmini yalniz idealist felsefeye bir tepki diye gérmek dogru olmaz. Ciinki
pozitivizmin kokleri idealist felsefenin yiikselisinden daha onceye diiser. Idealist felsefenin
gecerliliginin sarsildigr donemde, pozitivizmin genis ¢evrelere yayilabildigini sdylemek daha
dogru olur. Burada ancak matematik felsefesinin akimlarindan olan, Sezgicilik, Formalizm ve
Platonizm tartigilabilecektir.

Sezgicilik 1924’te, Hollandali matematik¢i L.E.J. Brouwer tarafindan ortaya
konulmustur. Aslinda kokenlerinin Platon’un 0grencisi Aristoteles’e kadar uzandigi
sOylenebilir. Sezgiciler “li¢linciiniin olmazlig1” yasasini yadsiyarak varlik sorununa farkli bir
yaklagim getirme girisimlerinde bulunmuslardir. Sezgiciler matematiksel nesnenin gercekten
varoldugunu kabul etmeden Once, onun kesin bir ussal yapisinin sunulmasi gerektigini
sOylerler. Dogrulugu heniiz kanitlanamamis herhangi bir teorem su an icin ne dogru, ne de
yanlis olacaktir. Bu yaklasim Platonistlerin, matematiksel nesnelerin varlik sorunu
konusundaki anlayislarini, sezgicilerden daha farkli ¢oziimledikleri anlamina gelebilir. Biz
burada Platonizmin, matematiksel nesnelerin varlik sorununu Gdédel teoreminin sonuglartyla
iliskilendirmelerini inceleyecegiz.

Platonizme gore, matematiksel dogruluk mutlak, dissal ve ebedi olup, insan yapist
kriterlere dayanmayip, matematik nesnelerinin kendilerine 6zgili ve zamanla sinirli olmayan
bir varliga sahip olduklari, ne insan toplumuna ne de belirli fiziksel nesnelere baglh
olmadiklart s6ylenebilir. Platonizme gore, matematiksel dogruluk kavraminda, mutlak ve
“ Tanr1 vergisi” olan bir sey vardir. Konumuz Godel Kanitlamasi’nin Platonist diisiince i¢in
ne sOyleyip, ne sdylemedigidir, yine de bu diisiince tarzina karsi sdyle bir yaklagim
sunulabilir:

Ar1 matematigin, herkesin kendi 6zel deney ve gorgiisiinden bagimsiz bir 6neme sahip
oldugu dogrudur, zaten bu biitiin bilimlerin herkesge bilinen genel yapisidir. Ancak ar1
matematikte hicbir zaman aklin kendi 6z yaratislar1 ve diisiiniisleriyle ilgilenilmez. Rakam ve
sekil kavramlari, gercek diinyadan baska hicbir yerden almmis degildir. Insanlarin on
parmaklartyla saymasi, yani ilk aritmetik islemini yapmayir O0grenmis olmalar c¢esitli
seylerden kaynaklanabilir ama aklin bir yerlerde gizli gercegi yaratis1 degildir. Saymak,

sadece sayilabilecek nesnelerin varligint degil, varligin geri kalan diger 6zelliklerinin bir
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kenara birakilabilmesi yetenegini de gerektirir. Bu yetenek ise tarihi deneylere ve gorgiiye
dayanan bir gelisim sonucu belirginlesmistir. Rakam kavrami gibi sekil kavrami da sadece dis
olgulardan alinmistir, sirf diisiinmekle kafadan ¢ikmis degildir. Sekil kavramina varabilmek
icin, once sekilleri olan nesnelerin bulunmasi, bunlarin sekillerinin birbiriyle iliskilerinin
incelenmesi gerekir. Ar1 matematigin konusu g¢evre sekilleri ve ger¢ek ortamin nicel iliskileri,
yani acikca dogal ortamin maddi temelleridir. Bu sekilleri ve iliskileri katkisiz olarak
inceleyebilmek i¢in, onlar iceriklerinden biitiiniiyle ayirmak ve bu igerigi ne olursa olsun bir
kenara birakmak gerekir. Boyutlar1 bulunmayan noktalar, kalinlig1 ve enligi olmayan c¢izgiler,
a ve b’ ler, x ve y’ler, degisen ve degismeyen degerler boyle elde edilir. Matematik
niceliklerin sanki birbirinden tlirliyormus gibi goziikmeleri de onlarin apriori igerikli
olmalarma kanit degildir, bu ancak rasyonel bagliliklarina kanit olabilir. Bir silindir seklinin,
dikdortgenin kenarlarindan biri etrafinda dondiiriilmesinden meydana geldigi diislincesine
varmadan Once, tam miikemmel olmasa bile, bir ¢cok gercek dikdortgenler ve silindirler
incelemis olmak gerekir. Oteki bilimler gibi matematik de insanlarmn ihtiyaglarindan
dogmustur. Arazinin Olgiilmesi, kaplarin sigasin1 6lgmek, zamani hesaplamak ve mekanik
matematigin dogumu ve gelisimi i¢in nedenlerdir. Fakat bir ¢ok diisiince alaninda oldugu gibi,
belirli bir gelisme durumunda, gergek evrenden soyutlanmis olan ger¢ek evren yasalari,
gercek evrenden ayri tutulup, disardan gelen, diinyanin uymak zorunda oldugu kanunlar
olarak gercek evrenin karsisina ¢ikarilmaktadir. Sonu¢ olarak matematik yasalari evrenin
yasalar1 olarak uygulanabilmektedir ancak bu matematigin kaynaginin evrendeki olgular
olmasindan dogmaktadir, saf mantiksal ger¢ekliginden degil.

Platonizmin savunucularindan biri olan fizik¢i Roger Penrose “ Kralin Yeni Usu”

1simli ¢calismasinda Godel teoremine gonderme yaparak sunlari yazar :

Matematiksel formalizmi ne pahasina olursa olsun savunanlar gercekten kaygilanmalilar, ¢ilinkii
uyguladigimiz uslamlamayla , formalistlerin “ dogru” hakkindaki goériislerinin eksik oldugunu gosterdik.
Aritmetik i¢in hangi formel sistem kullanilirsa kullanilsin, dogru olduklarini gérebildigimiz fakat formalistin

snerdigi yontemle, dogruluk degeri dogru ile tanimlanamayan bildirimler vardir.

Godel teoremi, yeterince giiglii higbir bi¢cimsel dizgenin, her dogru Onermeyi bir
teorem olarak yeniden iiretebilmesi anlaminda yetkin olamayacagini1 sdyler. Burada sormak
gerekir, bu bir kusur mudur ? Eger bigimsel dizgenin ne yapabilecekleri konusunda gercekei
olmayan beklentileriniz varsa, bu olgu bir kusur gibi goziikebilir. 1900’lii yillarin basinda
matematikgiler, aksiyomlar dizgesinin biitiin sorunlar1 ¢ozebileklerini diisiinerek, gergekci

olmayan beklentilere sahip olmuslardir. Bu durum formalistler i¢in hi¢ de Penrose’nin
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vurguladigr gibi Oldiiriicii degil, ancak titretici bir sorundur. Aksiyomatik dizgelerden
beklentilerimizin, neler olabileceginin sinirlarini ¢izer ama asagida inceleyecegimiz gibi
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algoritmalarin igsel sinirliliklari, hicbir zaman insan gibi diigiinen zeki” makineler
yapilamayacagini, insan yapisinin fizyolojik &zelliklerinin bir sonucu olarak bilincin ele
almamayacagini  gostermez. Once karsit fikirlere bakmaya devam edelim. Penrose

degerlendirmesinde sunlar1 da yazar :

S6z konusu sistemlestirmenin, kendinden bekleneni dogru olarak gerceklestirmesini saglamak igin,
daha 6nce G’nin dogru bir 6nerme oldugunu kanitlarken yaptigimiz gibi, sistemin disinda bir kaynaktan,
sezgilerden yararlanacagiz. Ancak, sezgiler sistemlestirilemez ve bu nedenle, gercekten, herhangi bir algoritma

isleminin disinda kalmaktadirlar.

Penrose’nin de farkinda oldugu gibi sezgi olarak degerlendirdigi, mantik¢ilarin
diistince ilkesi adini verdikleri genel yontemin bir 6rnegidir. Ancak burada G tamdeyiminin
dogrulugunu anlamak icin bir algoritma yazilamayacagi fikri Ortiik olarak belirtilmistir.
Cinkii G’nin  dogrulugunun sezgi oldugu ve sezgilerin sistemlestirilemez oldugu
belirtilmektedir. Ancak G tamdeyiminin dogrulugunu gostermek iizere bir algoritma
yazilamayacagl dogru degildir, sorunun isabetsiz bicimde yanlis yorumlanmasidir. G
tamdeyimini dogrulayacak veya yanlislayacak sekilde aksiyomatik dizge genisletilebilir.
Elbette bu defa da dizge iginde karar verilemeyecek bir G; tamdeyimi kurulabilecektir, ama
bu biitlinliyle tarif edilenden farkli bir duruma isaret eder. Sistemi G’ye karar verebilecek
sekle dontstiiriilmek {lizere genisletmeyle, G’yi karar verilebilir kilabiliriz. Buradaki sorun
sistemin i¢inde her zaman G yapisinda bir tamdeyim bulabilecegimizdir, ama bulunan
herhangi bir G tamdeyimini karar verilebilir yapmak icin algoritma iiretemeyecegimiz kabul
edilemez. Algoritmalastiramayacagimiz tek sey bir sonraki G tamdeyiminin nasil
kurulabilecegidir. Oxford felsefecilerinden biri olan J.R. Lucas’in “ Zihinler, Makineler ve

(13

Godel” isimli calismasindaki “ Godel’in insana Ozgli usavurmayla, mekanik usavurma
arasindaki 6nemli bir farki ortaya koydugu” seklindeki bir degerlendirmesini inceledikten

sonra, bu sorunu, tekrar ele alalim. Lucas “ Yapay Zeka” ile ilgili soyle der :

Kurdugumuz makine ne kadar karmasik olursa olsun, eger bir makineyse bir bicimsel dizgeye karsilik
gelecektir, ve bu dizge de bu dizge i¢inde ispatlanamaz bir tamdeyim bulmak Gddel yordamina maruz kalacaktir.
Bir zihin onun dogru oldugunu bulabilmesine karsin bu tamdeyimi makine dogru olarak iiretemeyecektir. Ve

dolayisiyla makine zihnin upuygun bir modeli olmayacaktir.

Buradaki ana diisiince, bizim dizgenin disinda olup, i¢ten dogru oldugu
farkedilemeyen tamdeyimi, dizgenin disinda bir yol ile anlayabilmemizdir. Ama bir makine,
bir dizgenin disindan Godel tamdeyimi sorununu ¢ozebilen, bir bagka dizge ile neden

beslenemesin ? Lucas bununla ilgili sdyle yaziyor :
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Godel tamdeyiminin insa edildigi yordam standart bir yordamdir, bundan dolay1r bir Gddelci
tamdeyimin her bi¢imsel dizge icin kurulabileceginden emin olabiliriz. Ama eger o standart bir yordamsa, 0
zaman onu yerine getirebilecek bir programin da programlanabilir olmasi gerek... Bu, bigimsel dizgenin geri
kalaninin Godelci tamdeyimin bir teorem olarak eklenmesini, ve sonra bu yeni, gii¢lendirilmis bicimsel dizgenin
Godelci tamdeyiminin bir teorem olarak eklenmesini saglayan ek bir ¢ikarim kuralina sahip bir dizgeye sahip
olmaya tekabiil eder... Bir bigimsel dizgeye, ardisik Godelci tamdeyimlerden olusan sonsuz ilksavlar kiimesi
eklesek bile, sonugta ortaya ¢ikan dizge yine de eksiklidir, ve ussal bir varligin, dizge disinda durarak, dogru
oldugunu gorebildigi dizge i¢inde ispatlanamayan bir tamdeyim igerir... Mekanik model, bir anlamda sonlu ve

belirli olmalidir, 6yleyse zihin isini daima daha iyi yapar.

Simdi bu yazilanlar1 degerlendirelim. Once bir aksiyomatik dizge varsayip bunu A ile
gosterelim. Bu A dizgesi icinde, karar verilemeyen bir G; ( Godel ) tamdeyimi kurulabilir. Bu
tamdeyim veya onun bigimsel degillemesi olan ~ Gy keyfi olarak A dizgesine eklenebilir.
Ancak simdi elde edilen A + G; veya A + ~ G; dizgesi i¢cinde karar verilemeyen G
tamdeyimi bulunabilecektir. Bu tamdeyim de dizgeye eklenerek, yeni bir dizge ve yeni bir
bicimsel dizgede karar verilemeyen G, tamdeyimi elde edilebilir. Bu islem siirekli olarak
tekrarlanabilir. Dogal olarak, bir siire sonra biitiin islem rutinlesmeye baslar. Gp’lerin yapisi
incelendiginde, onlarin hepsinin bir tek kaliptan dokiildigii, bu da onlarin hepsinin temsil
edilmesi i¢in bir tek ilksav semasinin yeterli olabilecegi anlamina gelir mi ?

Aksiyomatik dizgenin kusuru bellidir, kendi igsel sinirlilig1 aksiyomatik dizgede koca
bir delik olusturmakta. Aksiyomlar dizgesinde, G tamdeyimini karar verilebilir kilacak
onarmalar yapildiginda, yeni bir delik olusmakta, ama biz bu deliklerin en bastan olusacagin
gorlip, tiim delikleri en bastan kapatamaz miy1z ? A + G, dizgesini kurabilsek, bu defa apayri
bir yontemle, yeniden Godel tamdeyimi kurulabilecektir. Godel tamdeyimleri, aksiyomatik
dizgenin ozsel eksikligidir. Dizgenin olusumundan kaynaklanan bir eksikliktir. Ama burada
sOyle bir sey diisiiniilmelidir. Eger Godel tamdeyimi belli bir algoritmaya gore ortaya
cikmiyorsa, her genisletilmis dizgede, Godel tamdeyiminin kurulmasinin bir soru oldugu
goriilebilir, o halde neden insan zihninin c¢ok ileri asamada bile en karmasik Godel
tamdeyimlerini kurabilecegi diisiiniiliir. Bunun i¢in bir neden var midir ? Godel’in teoremi
insan zihninin her durumda cok karmagik yapiya sahip olan dizgelerde bile, Godel
tamdeyimini kurabileceginden bahseder mi ? Insanlarin yetenekleri, yaraticiliklar1 elbette
kisiden kisiye farklilik gosterir. Insanlarin fiziksel giicleri de kisiden kisiye farklilik gosterir.
Bir insan 100 kilo agirlig1 kaldirabilirken, baska bir insan da 150 kilo agirlig1 kaldirabilir ama
hicbir zaman higbir insanin 1000 ton agirligi kaldirmasi beklenemez. Bu durumda,

aksiyomatik dizgeyi her G, tamdeyimini ¢ikarmasi i¢in genislettigimizde, insanlarin her
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zaman yeni bir karar verilemeyen G tamdeyimi olusturabileceginden nasil emin olunabilir.
Karar verilemeyen G tamdeyimi sorunu, elbette yeterince gelismis her dizge i¢in 6zsel bir
sorundur ama her G tamdeyiminin insanlar tarafindan ortaya ¢ikarilabilmesinin, bu 6zsellikle
higbir iligkisi yoktur. O halde insan “ zihni” de yeterince karmasik herhangi bir G tamdeyimi
karsisinda savunmasiz kalabiliyor. Elbette bu durum “evrende yapisin1 anlayamayacagimiz
olgular oldugu anlamina” gelmez. Burada matematigin kavramlarinin, evrendeki dogal
olgularin biitiin 6zelliklerinin bir kenara birakilarak olusturuldugu fikri 6nemlidir, bu da farkl
bir tartismanin konusudur. Ancak burada su sdylenebilir: Eger higbir algoritmik yontem,
Godel yonteminin biitiin miimkiin bigimsel dizge tiirlerine nasil uygulanacagini sdylemiyorsa,
insanin da Godellestirme yeteneginin sinirina varacagi sonucunu kabul etmemiz gerekir. O
zaman insan ile geliskin bir bigimsel dizge arasinda herhangi bir fark var olsa bile, Godel

teoreminin bunu sdylemedigi agiktir.
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